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AFINIDADES 


Def 1: Transformación afín: 
Sean dos espacios afines A= (x ? y) y B= (Y ,W ) con los espacios vectoriales 
definidos sobre un mismo cuerpo, se llama transformación afín de 4 en B a un par 
(£,p) compuesto por : 
una aplicación: X —£> Y 
bi 


una aplicación lineal: V —2>3W 
que verifican: 


VP,O € X, se verifica: p[PO)= Fr 0). 


ÁS U_— 
rd PT 
Prop 1: 
La condición: 
Vu eV 
y FP +u)= f(P)+ p(u) 
VPeX 


es equivalente a: 


VP,O € X, se verifica: p[PO)= ROTOR 


Demostración: 
1.- si se verifica : p[PO)= AB (0), entonces 
Vu eV 
y FP+u)= F(P) + p(u): 
VPeX 


Dado P € X y u€/ sea el punto O tal que: 


PO=u>P+u=0> f(P+u)= f(0) 
por hipotesis . > f(P+u)= f(P)+ plu) 
o(PO)= APO) > s(0)= ,(P)+p[P0) 


2.- Si se verifica : 


Vu eV 
y J(P+u)= f(P) + p(u), entonces p[PO)= FAO): 
VPeX 
siO=P+u 
y > f(0)= ,(P)+p(u) 


AP +u)=A(P)+o(a) > f(0)= s(P)+p(P0)> APINO)= o(P0) 


pero u = PO 
Luego son equivalentes. 


e En toda transformación afín, conocida la aplicación entre puntos f', queda determinada 


de forma única la aplicación lineal asociada y, porque la condición F(P)f(0)= p[Pg) 
define la aplicación vectorial. 
e Conocida la aplicación lineal p asociada a una aplicación afín, no queda determinada 


de forma única la aplicación entre puntos f, es preciso conocer además de y, el 
transformado de un punto f(P), para definirla a través de la condición: 

Vu eV 

y pf(P+u)=f(P)+o(u) 

VPeX 


Como ejemplo de transformación afín vamos a ver la Proyección, primero en el espacio 
afín tridimensional ordinario y después en un espacio afín genérico: 


Proyección. 
En el espacio afin ordinario E,, consideremos una proyección xr con dirección dada por 
un vector a, sobre un plano E, . 
La proyección de un punto P, P'=x(P), será la intersección del plano E, con la recta 


que pasa por P con la dirección de a. 
La proyección de cada uno de los puntos del espacio es única, puesto que la intersección 
entre recta y plano no paralelos, es un punto. 


¿7 
/ _— v(u)=v() 


PE 


¿- ae 
P'=n(P)=11(R)=r1(S) al 


e  Laaplicación lineal asociada viene determinada por la aplicación entre puntos y 
transformará vectores u en otros vectores vlu), con la condición de ser los extremos 
del vector transformado vlu) los transformados mediante la proyección de los 
extremos del vector u, es decir: 

VP,Q € E,,v(u)=(P (0), siendo u=PO. 

e  Noes una aplicación inyectiva, pues un punto P' del plano no tiene un origen único, es 
la proyección de todos los puntos de la recta que pasando por él tiene la dirección de 
a: 

P'= v(P)= v(R)= v(T)... 

e La aplicación lineal asociada v, tampoco es inyectiva, dos vectores diferentes u y v, 
pueden tener el mismo vector transformado v(u)=vlv), si tienen sus orígenes en una 
recta con la dirección de a y sus extremos en otra paralela. El núcleo será la recta 
vectorial engendrada por a, los vectores proporcionales al vector a se transforman en 
el vector nulo: 

v(w)=0 y we Lía), o lo que es igual w=0a, 
por tanto Ker(v)= L(a) 

La definición dada para la proyección sobre un plano, con una dirección dada se puede 

generalizar a un espacio afin cualquiera: 

Definición: 

Sea un espacio afin A= (x A v) y ScX un subespacio afin, S=P+L, sea 
MC<V un subespacio vectorial tal que es suplementario de la variedad de 
dirección de S, es decir: 
LoM=(0)yL+M=V 
Se llama proyección sobre s con la dirección de M a la aplicación: 
Xx—55S 
P>x(P)=P' 
Tal que: 
P'=(P+M)nNS 
e Alser L y M suplementarios, el punto x(P) es único. 


Propiedades: 
1.- La recta que determinan un punto P y su transformado a(P) tiene la dirección 
de M: 
xTr(P) es único y por definición a(P)e P+M > m(PJP € M. 
2.- Si las imágenes de dos puntos P y R coinciden, entonces dichos puntos están 
en una recta con variedad de dirección de M . 


Def 2: Isomorfismo afín: 
Se llama isomorfismo afín a toda transformación afín que verifica: 


Fes biyeccion 
y una condicion implica la otra. 
p es isomorfismo 


Def 3: Afinidad: 
Se llama afinidad a todo isomorfismo afín de un espacio en si mismo. 
Como ejemplo de afinidad veamos la simetría oblicua, como antes, primero en el 
espacio afín tridimensional ordinario y después en un espacio afín genérico: 


Simetría oblicua 


En el espacio afin ordinario E, definimos simetría oblicua respecto de un plano YI, con 


dirección dada por el vector a, a una transformación que asocia a cada punto del espacio 
P, otro punto s(P), de modo tal que la recta que une los dos puntos P y s(P) tenga la 


dirección de a y el punto medio del segmento Ps(P) esté en el plano 1. 


La transformación así definida es una afinidad. 

e Cada punto del espacio tiene un único punto simétrico y cada punto es simétrico de 
algún otro, es decir, es una biyección. 

e La aplicación lineal viene determinada por la aplicación entre puntos y es un 
isomorfismo. 


La definición dada para el espacio ordinario, también se puede generalizar para espacios 
afines de cualquier dimensión: 


Definición: 
Sea un espacio afín Á= (x ; v) y S CX un subespacio afin, S = P+L, sea 
M <YV un subespacio vectorial suplementario de la variedad de dirección de S, 
es decir: 
LAM=(0) 
F 
L+M=V 
se llama simetría oblicua o simetría afín a la aplicación: 
X—5X 
P > s(P) = P' 
tal que: 
e El punto medio del segmento PP' pertenece a $, (los puntos medios son fijos), 
e La variedad de dirección de la recta que determinan los puntos P y s(P) está 
contenida en el subespacio M. 
La transformación así definida es una biyección. 


Composición de afinidades. 


En un espacio afín 4= (x A v), sean dos afinidades: 


(X,V) 2 AX, V) 


y 
(x,V) 0 (x,V) 
Se llama afinidad composición a otra afinidad: 
(x,v)LeLwol (x,v) 
La composición es afinidad: 
a) Es transformación afín, es decir: 


VP,Q e X,y op(PQ)= 80 /(PJg> 10) 


Demostración: 
vop(P0)=w(p(PG) | ct 
(1,p)esafinidad > p(PO)= FTPAO) > yop(P0)=y(PIAO)) E 
pero (g,y”) también es afinidad y y((P)710))= ¿(/TPNEVTO)) 


=> y op(PO)= 30 f(PJg> FO) VP,Q e X 
b) La composición de dos biyecciones f y g, go f es biyección. 
c) La composición de dos isomorfismos p y w, yw op es isomorfismo 


Grupo afín: 


El conjunto de las afinidades en un espacio afín A=(X,V), es un grupo respecto de 
la composición, se llama grupo afín y lo designamos cono G(4). 


Demostración: 
a) Es asociativo. 
b) El elemento neutro será la identidad, (i,e), donde: 


X—>X 
P > i(P)=P,VP e X 
y 
V—=S5V 
u >elu)=u,Vu eV 
c) Todas las afinidades son inversibles, es decir: 
vs, p)e Glajalr7,0"Meo fo p)=(f > g,90y)=(i,e) 
Demostración: 
e f esbiyección, luego existe f”* y WP',Q'e X,3P,Q e X 1 f”"(P')=P, f”(0')=0. 


e y esisomorfismo, luego existe p”* y Vu'e V, Ju e sil (u”) = u. 
o (19 =1) es afinidad: 
qe (»0)- o" eo) p p” (*D)=p “lp (20)> 
(7, p)es afinidad > F(P)/(0)= p[PO) | 
=0"(-0)- 7070). 

Determinación de una afinidad. 
Prop 2: 
Sea un espacio afín A=(X,V) y una referencia R =(O,e,,e,.....e, ), toda afinidad 


(f,p) transforma R en otra referencia R'. 


Demostración: 
1.- p es isomorfismo luego transforma una base de Ven otra base de V , es decir: 


(ole, ).p(e,).ple;).......ple, ) 
es base de Y. 


2.- fes biyección luego fi (0) es único. 
Por tanto R'= (£(0) ple, ), ple, ), ple, ).......ple, )) es una referencia. 


Prop 3: 
Dadas dos referencias R =(0,e,,e,....e,) y R'=(0',e,',e,'....e,') existe solo una 
afinidad (.f,p) que transforma R en R'. 
Demostración: 
1.- Dadas (e,,e,.....e, ) y (€,',8,'.... e, '), dos bases de Y sabemos que existe un único 
isomorfismo y que transforma una base en la otra. 
2.- Si definimos la a aplicación afín f de la siguiente forma: 
X—L>rX 


P> f(P)=0'+p(0P) 


Se verifica: 
a) f es inyectiva, es decir: si f(P)= (0) >P=0Q 
Demostración: 
VP,Q e X, f(P)= /(0) > O'+plOP)=0'+p[00) 
es decir 
e(0P)= p(00) 
y como y es isomorfismo : 
OP=00>5P=0 
b) f es sobreyectiva, es decir VO e X,3P e X / f(P)=0 
Demostración: 


VOeX,0=0'+0'0 

y como q es isomorfismo :» => Q = O'+p(u) 
Ju e V/p(u)=0'0 

eligiendo u de modo que: O+u=P<>0P=u 


> 0=0+p(0P)> Q= f(P) 


c) El par(f,p), así definido es una afinidad, es decir: VO,P e X, se verifica: 


o[0P)= F0)1T2). 


Demostración: 
En la proposición 1 demostramos que: 
La condición: 
Vu eV 
y FP+u)= (P) + p(u) 
VPeX 


es equivalente a: 
VP,O € X, se verifica: p[PO)= F(P) (0), 
basta con hacer P=0 y QO=P y F(O)=0". 


d) La aplicación así definida es única 
Demostración: 


Supongamos que existen dos afinidades así definidas ( Fa p) y (g,w) 
diferentes, p = y, al verificar que p(e,)=e,',Vi e (1,2,3...) ( queda 
univocamente determinada) y si verifican f (0) =0' y g(O) = (O*, resulta: 


HE) HO) APN a osolor 
además g(0)=0' > f(P)=g(0)+ y[OP)= g(P), WP e X 
como p =y 


e Luego la aplicación así definida es afinidad y además es única. 


o p(OP) 
O 5 f0)=0" 
Conclusiones: 


e La afinidad queda unívocamente determinada por la imagen de una referencia, que es 
necesariamente otra referencia. 

e Transforma sistemas de puntos afinmente independientes en sistemas de puntos 
afinmente independientes y sistemas de puntos afinmente dependientes en sistemas de 
puntos afinmente dependientes. 


e Existe una única afinidad (f,p) tal que: 


s(0)=0 


y 
p(e,) =e,',Vi€ 1123... 


Las dos bases determinan de modo único un isomorfismo y y se define la biyección entre 


puntos como: 


f(P) = O+p[0P) 


es decir: el transformado de un punto P, se obtiene como la acción del vector transformado 
del vector de posición del punto P mediante el isomorfismo p, sobre el origen O". 


Matriz de una afinidad: 


Sea un espacio Afín A=(X,V) y una referencia: 
R = (O,e, ,€,,€;......l, ) 
la afinidad ( f, p) queda unívocamente determinada si se conocen los transformados 


de los elementos de dicha referencia, es decir: 
F (0) de coordenadas (a, ,a,,a;........ 


y 


ple,)= Y aye ¡ Vié (1,2,3 


El vector de posición de £(O)es: Of (0)= y ae, 
d=1 


La afinidad viene definida por: VP e X, f (p) =f (0) + pÍoP), 


refiriendo al origen : Of(P) = Of (0) + plOP) 


si las coordenadas de P son (3, LE, SS OP= z x;e; 


Jal 


y las de f(P)son:(y,, y,» Y3»=Y, )=> OS(P)= Y” ye, 
del 


matricialmente: 


a; ai 4, 

a, day Ay 
+ 

a, A an 

ó bien 
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> y, =4, + Y a,x,,Vi e (1,2,3,...n) 
j=l 


Xx 


X, 


y a| 4, ap A 
Ya || a o Az | *2 
Ta) Lal da la 04 NN 


e Las matrices de esta forma forman un grupo llamado grupo afín n-dimensional 
de K, se representa por: GA, (K ) á 

e Cada referencia R induce un isomorfismo G(4)> GA, (K), que asocia a cada 
afinidad la matriz de bloques que la caracteriza en dicha referencia. 


Cambio de referencia: 


Sea la referencia R =(0,e,,e,,€z......e, ) y una afinidad (£,p) que tiene como 
expresión matricial respecto de dicha referencia: 


[y q) Coti: P+AX 
P| A 


Dada otra referencia R'=(0',e,',e,',ez'.....e, y, la afinidad (f,p), tendrá respecto 
de R' otra expresión matricial: 
Y 5 0 oben: rs PHA Xx" 
P| 4 
Existe otra afinidad (2,0) eG(4) - automorfismo interior que transforma la 
referencia R en la referencia R' cuyas ecuaciones son: 


x-[y 7 bin: x= O+BX' 


y 
r-[y 7) obi:7- O + BY 


o B 


y que relacionan las coordenadas de los puntos respecto de ambas referencias 
(ecuaciones de cambio de referencia). 
La relación entre las dos ecuaciones de ( Fe p) , se obtendrá: 


Y =P+ AX 

X =0+BX'+>0+BY'=P+ A(Q + BX')> Q + BY'=P + AQ + ABX'"> 
Y =0 + BY' 

BY'=P+(4- JO + ABX'>Y'= B"(P+(4- O + ABX') > 
Y'=B”(P+(4-1)0)+ B” AB 
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De modo que las matrices P' y 4! serán: 
P'= B”(P+(4- 0) 


y 
A'= B” AB 
y la expresion matricial : 


al 
Xx 


A e (4-D)0) B”4B 


e Se puede establecer una relación de equivalencia, que agrupa en cada clase todas las 
afinidades que solo se diferencian en un cambio de referencia, es decir que son 
esencialmente las mismas. 


Prop 4: 
Sea A un espacio afín y ( EA p) una afinidad si S =P +L es un subespacio afín su 
transformado mediante la afinidad también lo es. 
Demostración. 
S =P +L es subespacio afín luego: X e P+L<>PXeL 
El transformado de un subespacio vectorial tambien lo es y : 


o(PX)e p(z) > APD) 


Por ser afinidad se verifica : p[PX)= F (P) F (0) 


> f(x) F(P)+ plL) 


Corolario: 
e Si es isomorfismo afín transforma subespacios de dimensión n en otros de la 
misma dimensión, es decir rectas en rectas, hiperplanos en hiperplanos, etc... 
e Conserva el paralelismo, es decir dos subespacios paralelos se transforman en 
subespacios paralelos. 
Transforma variedades que se cruzan en variedades que se cruzan. 
Conserva baricentros. 
Conserva alineaciones de puntos. 
Conserva razones simples. 


Invariantes. 


Def 4: 
Sea ( E, p) una afinidad, se dice que un punto P e A es invariante si coincide con su 
transformado mediante la afinidad: f(P) =P 
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Prop 5: 
Si P,Q eA son dos puntos invariantes mediante f , el vector PO es invariante 
mediante y. 

Demostración: 


e(PO)= ,(P),1(0) 
AP) =P > p(PQ) = PO 
F(0)=9 


Prop 6: 
El conjunto de puntos invariantes de una afinidad es un subespacio afín con 


variedad de dirección V(1) (subespacio propio asociado al autovalor A =1), es decir: 
E= (P eA/ f(P)= P) es subespacio. 
Demostración: 
1.- 
Sea un punto fijo 4= (4) 

por ser afinidad se verifica : >f (4 + u) = ÁA+u, luego los puntos 
Vu e V(1), f(4+u)= F(4)+ p(u) 

de E= A+V(1) son todos fijos. 

2.- Sean A,Be X / F(4)=A y f(B)= B, entonces: 

f(8)= (4+ 48) | 

por ser afinidad : f(B)= FU) + p(4B) >B=A+ p(4B)= pÍ4B)= AB> 
como: F(4)= A y f(B)=B 

> ABEV(1)> Be A+V(1) 


Def 5: 
Al subespacio E invariante de una afinidad se le llama eje de la afinidad. 


En general una recta r y su transformada f(r) mediante una afinidad no son paralelas. 
Si consideramos la recta r =P + L(u), de vector director u, el vector director de la recta 
transformada, f(r), será p(u) y : 

Fr)= F(P)+ Lolu). 


plu)= Au 
entonces la recta y su transformada son paralelas y se dice que la dirección de la recta es 
invariante mediante la afinidad. 
Además de la expresión anterior se deduce que las direcciones invariantes de una 
afinidad corresponden a los subespacios propios de la aplicación lineal asociada. 


e El eje de la afinidad tiene una dirección invariante y además como o(PQ) = PO, 


siendo P y O dos puntos del eje, le corresponde un autovalor 4 =1. 
e Notodo autovalor A =1 corresponde a un subespacio de puntos invariantes. 


Si se verifica: 
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TRASLACIONES 


Definición: 
En un espacio afín A=(X,V), sea un vector u eV, se llama traslación de vector u 


a la correspondencia: 
Xx > X 
P>+1,(P)=P' 
tal que : 
t,(P)=P+u 
e Al conjunto de las traslaciones en un espacio afín le llamamos: 
T(4)= lt, /u eV) 


Propiedades: 
1) Por la definición de acción de un vector sobre un punto, se verifica: 


VP,Q e X,Hu eV /1,(P)=0 
2) Es una biyección. 
3) Como consecuencia de las anteriores: 
Si 3P € X /t,(P)=t,(P)>u=v,Vu,veV. 
4) La transformación vectorial asociada es la identidad. 
a) VP,QeX 


1, (P)1,(0)=1,(P)P + PO +01, (0) 

pero por definición :£, (P)P =-—u 1, (P):,(0)=-u +PQ+u=PQ00> 
y 01,(0)=u 

«> 1.(PJr,(0)= e(P0) 


e La composición de traslaciones es un grupo abeliano: 
a) La composición de dos traslaciones de vectores u y v, es otra traslación de 


vector u+v: 
t, ot, (P)=1, (1, (P)) 
¿.(P)=P+u paso le)=a(2+ +1, 08. (Pl=Pakers) 


pero ,(P+u)= (P+u)+v = P+(u +v) 
b) La composición de traslaciones es asociativa. 
c) El elemento neutro es la traslación de vector nulo. 
d) Toda traslación de vector arbitrario y , tiene como elemento opuesto respecto de 
la composición otra traslación de vector —u . 
e) La composición es conmutativa. 
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Ecuaciones: 


Sea un espacio afín A=(X,V), una referencia R = (O, e, ,e,,e,......e, ) y una 
traslación t,: 
por definición :£, (P)=P+u 2. 
> 01, (P)= OP +u 
refiriendo al origen O s 
OP= Y xe, d a ' 
y > SY ye, = Y x,e, + SN ue, 
z ] 1 1 


refiriendo a la base del espacio vectorial : ; Of, (P)= Y ye, 
1 


n 
u=Y ue, 
1 


matricialmente: 
1 1] 0.0 . 0Y 1 
Y ul 10... 0[x 
Y»,| [4 01... 0[x, 
Y, u, 0 0 lx, 
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HOMOTECIAS 


Definición: 
En un espacio afín A=(X,V), se llama homotecia de centro C e X y razón ke R 
a la aplicación: 
X iy Y 
P> ho (P)=P' 
tal que : 
a) C,P y P' estan alineados. 
b) CP =kCP' 


e Si k>0, se dice que es directa. 
e Si k<0, se dice que es inversa. 


En el espacio afin ordinario E,, representamos como ejemplo el transformado 
de un tetraedro a mediante una homotecia directa. 


Propiedades: 


1) Es una biyección. 
2) Conserva todas las direcciones en el espacio afín: 


her (P Me, (0) = Che; (0) = Che y (P ) 

por definición de homotecia : 

Cho, (0)=kCO Edo 
na Sh PM (0)=*C0 - CP <> 

Ch. (P)= kCP C,k C,k Q 0 

CO -kCP=k(CO CP) 

CQ-CP=PQ 

he, (P Me, (0)=kPO 


luego los segmentos h, , (P Ye. h (0) y POson paralelos VP, QeX. 


Composición de homotecias: 
Distinguimos dos casos: 


1.- Homotecias con el mismo centro: 
El conjunto de las homotecias concéntricas H¿, = Mea Ike a) de centro 
C tiene estructura de grupo abeliano respecto de la composición. 
e La composición de homotecias del mismo centro es otra homotecia con 


igual centro y razón el producto de las razones: 
Sean dos homotecias ». , y Az y de centro C: 


por la primera: Ch, (P)= KCP 
por la segunda: Ch. ¿(Q)=*'CQ + => Ch y (%.,(P)) = CP 
si ho¿(P)=0 
Ademas: 
por la primera: C, P y h¿, (P) estan alineados, 
por la segunda: C, Q y h¿ y (Q) estan alineados ) > C, P y hc yo (Mc, (P) 
si ho, (P)=0Q 
tambien estan alineados. 
y por tanto : Ra y. oh, =p 


Las composiciones de homotecias las vamos a representar, como ejemplo en 
el espacio afín ordinario E, . 
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Es asociativa: 


Vhc y Mc ys Mc ys € He ¿(X) se verifica: hg, o (My o Bcn) = (Me, o Mr) o Moo 


El elemento neutro es la homotecia de razón k=1: 


M¿, EH ¿¿(X) / Vh¿, €H ¿¿(X) se verifica. h¿; o hc, = hc, 9 ca = oy 


Toda homotecia de razón k tiene como elemento simétrico la homotecia de 
razón La 
k 
Vhc, €H¿¿(X) 3h, € Ho (X)/ hos 0 h 1 =h 1 9h = he, 
"E *k "k 
Es conmutativa: 


Vhc yc EH ¿¿(X) se verifica: Rc; 9 cy = Map 9 Bag > 
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1.- Homotecias con distinto centro: 


e La composición de homotecias con distinto centro es otra homotecia o 
una traslación: 
Sean dos homotecias h¿, y Ra y: 


por la primera : 


Ch. (P)=kCP = CP = Che, (P) 


=> PO pa Che, (0) Cho; P 


o - => 
a to-ro=a- till Eo 
PQ =CQ-CP 
A A 
por la segunda : 


Chop (P) 
(P P)= ECP=2CP= LL 
hor K >PQ= Chapl0) C Ctcals) ¿ 
Cho (0)= AS (9) ij 
PO=C'Q-C'P 


PQ= terca) > Mery (Pic: y (0) = PQ 
> hoy Ve, (P ic lo, (9) =P kPQ 


Por tanto si el producto kk'x 1, es otra homotecia : A; y. o hey = Ac 
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e Los tres centros C,C' y C” están alineados. 


e  Noes conmutativa, el centro de la homotecia producto varia al 
componerlas en distinto orden: 


rR" 


e Pero si el producto kk'=1, es decir si k'= o el resultado es una 


traslación: 
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e El conjunto de las homotecias y las traslaciones en un espacio afín es un 


grupo. 
e La composición de una traslación 7, y una homotecia h,, es otra 


homotecia si k +1 y una traslación si k=1: 


por T,, T,(P)T,(0)= PO 


pOr Mc: O O 
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Ecuaciones: 
Dado un sistema de referencia KR = (o, lus Es ud >) en el espacio afín, y una 


homotecia de centro C e X y razón keRK, por definición: 
CP'=kCP 
refiriendo al origen : 
CP'=0P'-OC 
CP=0P-0C 


> 0P'-0C =k(OP-0C)=> 0P'=(1-k)OC +kOP 


OP'= Y x' e, Sá 


i=1 


n 
si referimos a la base :30C = ) ce, 
i=1 


OP= Y x,e, 
d=1 


Sl 
3 
== 


> Se, =(1- y c;e, + 3 x,e, > y, =(1-k)e, + kx,; Vi e (1,2, 
i=1 d=1 i=1 


Matricialmente: 
1 0.0 


1-ke | E. 0 


Gel o... 
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AFINIDADES EN EL PLANO 


En este apartado, vamos a describir todas las afinidades en el plano afín ordinario, 
empezaremos definiendo aquellas que mantienen una recta de puntos invariantes, a 
continuación estudiando la composición de estas y traslaciones obtendremos, en 
determinados casos, las afinidades que no mantiene ningún punto invariante y por último, 
analizando todas las formas de componer de afinidades con una recta invariante entre si, 
llegaremos a describir las que tienen un solo punto invariante. 


La expresión matricial de las ecuaciones de una afinidad (£,p), respecto de una 
referencia cualquiera son : 


que al ser una biyección es una matriz inversible, 
Si estamos en el plano con una referencia R=(0O,e,,e,), la matriz A de la 
aplicación lineal p asociada es cuadrada de orden dos y la matriz de bloques es de orden 


tres. 
En este apartado además, eligiendo la referencia adecuada, vamos a obtener las 


ecuaciones reducidas de todas ellas. 
Terminaremos dando una clasificación de todas las matrices asociadas a una 
afinidad en el plano, corresponderá cada una de ellas a una afinidad diferente. 


Afinidades que mantienen una recta de puntos invariantes: 


Si tienen una recta de puntos invariantes para obtener las ecuaciones reducidas 
tomamos como referencia, R =(O,e,,e,), siendo O un punto invariante del eje, e, un 
vector con la dirección del eje y e, un vector cualquiera no colineal con el anterior. 

El vector e,, al estar sobre el eje se queda invariante mediante la aplicación lineal 
asociada, es decir: p(e,)= e,, luego la matriz A tendrá la forma: 

mp 
0 d 

Por otra parte, al ser el origen invariante P =0 y la matriz de la afinidad resulta: 
100 


0) 1 b 
0 d 
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Afinidad homológica: 


Definición: 
Se llama afinidad homológica de eje e, dirección d y característica «e , a una 


transformación en la que el transformado f(4) de un punto 4, está sobre la recta 
que pasa por Á con la dirección de d y cuya característica q es la razón simple 
(4, Af (4) , siendo 4, el punto de corte del eje e con la recta 4f(4). 


Se representa por A,(e, d, a). 


e Si a >0, los puntos y sus transformados están en el mismo semiplano y se llama 
afinidad homológica acorde. 


e Si a <0, los puntos y sus transformados están en diferente semiplano y se llama 
afinidad homológica discorde. 
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e Si a. =-1, se llama simetría oblicua de eje e y dirección d. 
Se representa por S(e, d). 


De la definición se deduce: 


e La única recta doble de puntos dobles es el eje e, es decir solo admite una recta de 
puntos invariantes. 


e Las rectas paralelas a d son dobles pero no de puntos dobles, luego d es una dirección 
invariante. 


e Tiene dos direcciones invariantes, una la del eje e que corresponde a un autovalor 
A, =1 y otra dirección d con autovalor 4, +1. 


Propiedades: 


1.- El autovalor A, , que corresponde a la dirección de d coincide con la 
característica q . 
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» / 
p j 
: Na. / 
pe: qe / 
e / 
S £(B) $ / 
) Ps e Bn / 
a MAJA oa / 
a 0 
E o 


Sea la recta r con la dirección de d y los puntos A y B cuyos transformados son 
F(4) y /(B), se verifica: 


a04=0f(4) 
yo _ «BA=0/(4)-0f(8)= 0f(4)-Of(8) Ds 
a0B=0OfB como :Of(4)-Of(B)= F(B)/4) 


Por otra parte : BA = OA—OB 
>0BA=fÍN/(B). 
y por tanto A, =0. 


2.- Las rectas paralelas al eje se transforman en rectas paralelas al eje. 
Sea la recta r paralela al eje e y dos puntos A,B de la misma, sus transformados 


mediante la afinidad homológica 4, (e, d, a), serán los puntos f(4) y f(B) tales 
que: 


(4, F(4), 4)= A AFA) =24,4| _ 
> e 5% + ABes paraleloa F(4)/(B) al estar 
(B,,$(B)B)=a] * |B,/(B)=0:B,B 
Aj, 4, F(4) y Bo, B, f(B) sobre dos rectas con la dirección d de la afinidad. 
Además al ser ABf(A)/(B) un paralelogramo 4B= f(4)f(B) y la dirección de e 
es invariante con autovalor 4 =1. 
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d F - 
as ea Pe 
g ed 
, A/ B/ 
e Y 
Pd e 
Pd ES 
.S e 
ze ge 
pe F 
Ko) y 18) 
eS rl 
/ Bo, 
A, 


3.- Las rectas paralelas se transforman en rectas paralelas. 
Sean las rectas r y s paralelas y los puntos A, B er y C,Des. 


TS CA=- AO A 


por 1.- se verifica :4 y 
oDB=F0/(5)=>DB= A0JAB) 
19 4 ' 
como ÁABCO es un paralelogramo :CA=DB 


ADA )>- ADJ => 


> ANO A) =ADJ/(8) 


y al ser £(C)£(4) paralelo a f(D)f(B), se verifica que r” es paralela a s”. 
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Ecuaciones: 
Si tomamos como sistema de referencia (o, e, e)» formado por e, 


dirección del eje e de la afinidad, e, =d y O un punto cualquiera del eje, 
llamamos a las coordenadas de un punto genérico P y su transformado f(P) 
respecto de dicha referencia P= (x, y) y f(P) =(x', y”): 


e 
O 
o P 
por definicion : P, F(P)=a«.P,P 
PAS P EY > y'=0y 
cOmO :+ y 
P,P = y 


Ademas se verifica : x'=x 
Luego las ecuaciones de la afinidad homológica A, (e, d, a) respecto de la 


referencia (O,e, ,e, ) , anteriormente definida serán: 
y=0y 
. xX=x 
La expresión matricial de dicha afinidad será: 
1 0 0Y1 


1 
0 1 Ol[x|=|x 
' 0 ay) Y 
e Enel caso de ser una simetría oblicua s(e, d) , como qa =-1, sus ecuaciones 
serán: 
e =y 
x=x 


y su expresión matricial: 
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Afinidad homológica especial. 


Definición: 

Se llama afinidad homológica especial a toda afinidad homológica en que la 
dirección d es paralela al eje e de la misma. 
Tomada una dirección cualquiera no paralela al eje la relación A, f (4) = A, Á , Se 


mantiene constante. 


A A 
A 


Se representa por 4,,(e, a). 


De la definición se deduce: 
e Tiene una recta doble de puntos dobles que es el eje, en consecuencia su 
dirección es invariante y corresponde a un autovalor A, =1. 
e Las únicas rectas dobles son paralelas al eje y no son de puntos dobles. 
Por tanto solo tiene una dirección invariante que corresponde a un único 
autovalor doble, A, =1. 


Ecuaciones: 

Si tomamos como sistema de referencia (o, e, .e2) compuesto por e,, 
dirección del eje e de la afinidad, e, una dirección cualquiera no paralela al eje y O 
un punto arbitrario del mismo y llamamos a las coordenadas de un punto 
genérico P 
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y su transformado /(P) respecto de dicha referencia P= (x, y) y f(P) =(x", y”): 


o 
P Eq) 
=> e HH AA AA AA A A 
a da 
E ha ) la 
Ss, pa lo 
e, a / SS 
higo hn 
y a xP ln 
A a o ó 
por definicion : PA(P)= aPP, 
Pf P)= x'-x ' ' 
DOx-x=0y >x=x+0y 
refiriendo a los ejes :4 y 
PPo = y 
Ademas se verifica : y'= y 
Resulta: De did 


Siempre se podrá encontrar una dirección para el vector e, tal que se verifique: 

PAIP)= PP, y entonces las ecuaciones de la afinidad homológica especial 

A, (e, 2) respecto de la referencia (O, e, e, ) , anteriormente definida, serán: 
le =x+y 


Rey 
y su expresión matricial de dicha afinidad será: 
(Y o oy) (1 
0 1 1lxl=x 
o 0 1) Y 
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Afinidades sin puntos invariantes: 


Sabemos que la traslación es una afinidad y que no mantiene ningún punto 
invariante, conocemos su comportamiento y sus ecuaciones, que respecto de una referencia 
R= (o, e,» €, ) en la que e, =u , el vector de la traslación, tienen como matriz asociada: 


1 0.0 
1 10 
o) 0 1 


La aplicación lineal asociada a una traslación es la identidad, por ello, si 
componemos una traslación y una afinidad que mantiene un eje invariante (afinidad 
homológica o afinidad homológica especial), la aplicación lineal asociada a la afinidad 
resultante de la composición no varia. 


Pero dependiendo de la posición relativa entre el vector de la traslación y el eje de la 
afinidad obtendremos resultados diferentes, afinidades con un eje invariante del mismo tipo 
que la afinidad factor o un nuevo tipo de afinidades sin puntos invariantes distintas de la 
traslación, que llamaremos trasloafinidades. 


Para obtener las ecuaciones reducidas de las trasloafinidades vamos a tomar una 
referencia R =(O, e, ,e, |, siendo, (como en el caso anterior afinidades que mantienen una 


recta de puntos invariantes), O un punto cualquiera del eje de la afinidad factor, e, un 
vector con la dirección del eje de dicha afinidad y e, el vector de la traslación, en estas 
condiciones la matriz A tendrá la misma forma que en las afinidades homológicas: 
1 b 
elo 2 
Es lógico, puesto que las trasloafinidades tienen la misma aplicación lineal asociada que las 
afinidades con una recta de puntos fijos. 


Al no haber puntos fijos, el origen no es invariante y por tanto P +0 y la matriz de 
la trasloafinidad resulta: 
100 


1 b 
“0 d 
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Composición de afinidad homológica y traslación, 
trasloafinidades. 


1.- La composición de una afinidad homológica A,(e, d, a) y una traslación de vector u 
paralelo a la dirección de la afinidad +, , es otra afinidad homológica de eje €, paralelo a e, 
igual dirección y característica a”, 4', (e,,d,a') , siendo a'=(4,, 4,t, o A,(e,d, a). 

2.- Trasloafinidad. 


Defimición:: 


Se llama trasloafinidad a la composición de una afinidad homológica 
A, (e, d, a) con una traslación f, de vector u paralelo al eje de la afinidad e. 


Se representa por 7, (e,d,a). 
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Si a >0 los puntos y sus trasformados están en el mismo semiplano y se llama 
trasloafinidad acorde. 

Si a.<0 los puntos y sus trasformados están en distinto semiplano y se llama 
trasloafinidad discorde. 

De la definición se deduce, dado que las traslaciones mantienen todas las direcciones 


invariantes y ningún punto doble, que: 


No tiene puntos invariantes. 

Tiene una recta doble pero no de puntos dobles, que es dla eje de la afinidad homológica. 
Las rectas paralelas al eje se transforman en rectas paralelas al eje, por ello la dirección 
del mismo es invariante y corresponde a un autovalor A, =1. 

Las rectas paralelas a la dirección d de. la afinidad, se transforman en rectas paralelas a sí 
mismas, por tanto d es una dirección invariante con autovalor A, =0 . 

Las rectas paralelas se transforman en rectas paralelas. 

La composición es conmutativa. 
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Llamando a t,(4)=4,', F(4)=4 y t,(£(4))= 4", al ser 44,' 4' A'' un paralelogramo se 
verifica: 
4, (e,d,a)ot, =t, o A,(e,d, a). 


Ecuaciones: 
Si se toma como referencia afín (o, e,,€,), siendo e, el vector u de la traslación, 


e, paralelo a la dirección d de la afinidad homológica y O un punto cualquiera del 
eje, las coordenadas de un punto genérico P y de su trasformado 7,(P) serán: 
P=(x, y)y T,(P)=(%, y) 
Como el vector de la traslación tiene por coordenadas: u = (1,0), resulta: 


por la traslación x'= x +1 


P 

por la afinidad  y'=0y 

La expresión matricial es: 
1] o 0y1 1 
1 1 0O[xf=|x 
0 0 aky) (y 


3.- La composición de una afinidad homológica A, (e, d, 4) con una traslación t, de vector 


u no paralelo al eje de la afinidad, es un trasloafinidad de eje e”, paralelo al eje e de la 
afinidad homológica, de la misma dirección d y distinta característica a”, T, (e, d, a). 


Sean 4'= f(4) y B'= /(B) , los transformados mediante la afinidad homológica de los 


puntos Ay B, 4'"'=1t, o f(4) y B"=+t, o f(B), los transformados de A y B mediante la 
composición, si se trazan las paralelas al eje por A" y B" obtendremos los puntos A,' y B,' 
de intersección entre dichas paralelas y las rectas A4' y BB', prolongando la recta 


A,'B,' hasta cortar a la recta AB encontramos el punto P que pertenece al eje de la 
trasloafinidad. 


COMPOSICIÓN DE AFINIDAD HOMOLOGICA ESPECIAL 
Y TRASLACION, TRASLOAFINIDAD ESPECIAL: 


1.- La composición de una afinidad homólogica especial A,, (e, a) y una traslación de 
vector u paralelo a la dirección de la afinidad t, , es otra afinidad homlógica especial de 
eje e” paralelo a e, 4',, (e',a1). 

d 


e La composición es conmutativa. 
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2.- TRASLOAFINIDAD ESPECIAL: 

La composición de una afinidad homológica especial 4,, (e, ar) y una traslación t, de 
vector u no paralelo a la dirección de la afinidad se llama trasloafinidad especial, la 
representamos por T ¿;. 


De la definición se deduce: 

e No tiene puntos dobles. 

e Las rectas paralelas al eje de la afinidad son dobles pero no de puntos dobles, por tanto 

dicha dirección es invariante y corresponde a un autovalor 4 =1. 

Ecuaciones: 

Si tomamos una referencia afín (O, e,,e, ), siendo e, con la dirección del eje e de la 
afinidad homológica especial, e, es el vector de la traslación y O un punto cualquiera del 
eje, las coordenadas de un punto genérico P y de su trasformado 7,,¿ (P)= P' serán: 
P= (x, y) y P'= (x, y). 
Como las coordenadas del vector de la traslación son: u = (0,1) , resulta: 
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por la traslación : y=y+1 
por la afinidad homologica especial : x'= x + o) 

Al no ser la dirección de e, tal que Pf(P)= PP, 

Que son las ecuaciones de la trasloafinidad especial respecto del sistema de referencia 


anterior. 
La expresión matricial será: 
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Composición de afinidades homológicas, Afinidades centrales: 


Al componer dos afinidades homológicas obtendremos otra afinidad que puede 
ser de uno de los tipos ya estudiados: afinidad homológica, traslación, trasloafinidad o un 
nuevo tipo que mantienen un único punto invariante, las afinidades centrales. 


Dependiendo de la posición relativa entre los ejes de ambas afinidades, 
paralelos o incidentes en un punto; de las direcciones coincidentes o no y de si es paralela 
la dirección de una de ellas con el eje de la otra el resultado será diferente. 


En la referencia R =(0O,e,,e, ), que utilizaremos para obtener las ecuaciones 
reducidas tomaremos como origen el punto fijo de la afinidad, como O es invariante la 
matriz será de la forma: 

1] 00 


0 a b 

' c d 
las direcciones de los ejes e, ye, de la referencia serán las de las direcciones de las 
afinidades factor. 


1.- La composición de dos afinidades homolólogicas coaxiales e igual dirección 
A,(e,d,a:) y 4', (e,d, a”), es otra afinidad homológica de la misma dirección y coaxial con 


las anteriores, 4", (e,d, a"). 


e  Lacaracterística a'' de la afinidad composición es el producto de las dos características 


Por definición de característica: 
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a=(4,,4',4)> 4,4'=04, A 

y > 4,4 "=0'04, 45 0'a=(4,, 4,4) 
a'=(4,,4",4)> 4,4 '=0:,4,4 

Luego a'=aa'. 

e Si ambas afinidades homologicas son acordes o discordes la composición es acorde y es 


discorde si una es acorde y la otra es discorde. 
e La composición es conmutativa. 


o Sia'= ES , entonces qa''=1 y se verifica: 
0 

A¿Á=A,A"=> A= A" y el producto es la identidad. 

Por tanto la inversa de una afinidad homológica de eje e, dirección d y característica w, 

A,(e,d,a), es otra afinidad homológica coaxial con la primera, de igual dirección y 
O 1 

característica Pa. A, lea, y). 

e Las afinidades homológicas coaxiales y con la misma dirección forman un grupo 


abeliano. 


2.- La composición de dos afinidades homológicas de ejes paralelos e igual dirección es 
A,(e,d,a:) y A, (e',d, a) otra afinidad homológica con eje e" paralelo a los anteriores e 


igual dirección, 4", (e"",d,a''). 
P 


e Z A" 


Q 
e" dos q 


Sean los puntos 4,B y C y sus transformados los puntos 4',B'yC", sean 4"= 4',04,(4), 
B"=4',04,(B)yC"=4',94, (C); los puntos P y O de intersección de los pares de rectas 
AB, 4"B" y AC,4"C" respectivamente son dobles y por tanto la recta e”” que pasa por los 
puntos P y O es el eje de la afinidad producto. 
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e Si las características son tales que a'= Es , la composición es una traslación según la 
0 
dirección de d, £,: 


la A e s e A 
dó a LA 
só, 


al tener ambas afinidades la misma dirección, 44' y BB' son paralelas 


por otra parte: 
AA =0A 4 
AA A/A A 
y DD —= == ===“ > ==, =QU teca Et 
1 AJA Ajy'A" A,' 4" AJA _ B,B 
y A) ADA, 4A=0A,'A" A,'4" B,'B" 
B,B'  B,'B' B,B 
analogamente: =—= = == = 0 > =0q 
¿B B pg" B,'B" 


luego AB es paralelo a 4''B". 


e Si la característica de las dos afinidades homológicas es «=a'=-1, se verifica la 


relación ar'= Y, y por tanto la composición de dos simetrías oblicuas de ejes paralelos e 
igual dirección será una traslación en la misma dirección. 


3.- La composición de dos afinidades homológicas de ejes paralelos y distinta dirección, 
A, (e,d,a:) y A', (e', d',a')es una trasloafinidad de eje paralelo a los de las afinidades dadas. 
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4.- La composición de dos afinidades homologicas de ejes concurrentes y la misma 

dirección, A, (e, d,a) y A, (e*,d, a”), es otra afinidad homológica con eje concurrente con 

los anteriores en el mismo punto e igual dirección, A,"(e",d, a”). 

e Dado el triángulo ABC y sus transformados: A'B'C'=A,(ABC) y 
A"B"C'"= A,'(4'B'C'), por el teorema de Desargues, al tener sus vértices en rectas 


paralelas sus lados concurren en puntos colineales que determinan el eje e" de la 
afinidad 4,''. 
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AFINIDAD CENTRAL: 


e Se llama afinidad central a toda afinidad que mantiene un único punto doble. 

e Se representa por Ao. 

e La composición de dos afinidades homológicas de ejes concurrentes en un punto O y 
distinta dirección es una afinidad central, siendo O el único punto doble, puesto que el 
único punto que se mantiene fijo en las dos afinidades es el de corte de ambos ejes. 

e Afinidad central hiperbólica es aquella que tiene dos rectas dobles pero no de puntos 
dobles. 

e Afinidad central parabólica es aquella que tiene una recta doble pero no de puntos 
dobles. 

e Afinidad central elíptica es aquella que no tiene rectas dobles. 


AFINIDAD CENTRAL HIPERBOLICA: 


Es la composición de dos afinidades homológicas en las que la 
dirección de cada una de ellas es paralela al eje de la otra, A, (e, d,a)y A, (e, d',a). 


Ecuaciones: 

Si tomamos como referencia íO, e, ,e, ) compuesta por O, el centro de la 
afinidad es decir el punto de corte de los ejes e y e', e, =d'ye, =d, las 
coordenadas de un punto genérico P y la de sus transformados 
P'= A, (P) y P"= A,'(P") serán: 

P=(x, y) P'= (e, y) y P"=(x", y") 
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por la afinidad A, :x'=x 
por la afinidad A,':x""=0'x' 
por la afinidad pa ye 
y.=0y 


je x"=0q'x 


por la afinidad A,': y''= y' 


que constituyen las ecuaciones de la afinidad central hiperbólica respecto a la referencia 
anteriormente mencionada. » 


(yoo 
x"|= oo 0lx 
y" d 0 ay 
e La inversa de una afinidad central hiperbólica es otra afinidad central hiperbólica con los 


mismos ejes, el mismo centro y características recíprocas. 


e Si ambas características son del mismo signo es acorde, si son de distinto signo es 
discorde. 


e Si las dos características son iguales es una homotecia de centro O y razón q . 


AFINIDAD CENTRAL PARABOLICA: 

Es la composición de dos afinidades homológicas, con la misma característica y 
en las que la dirección de una de ellas es paralela al eje de la otra, 
A,(e,d,0a)y 4, (e',d',a). 


Ze 
a 
e Una afinidad central parabólica también se puede obtener como la 


composición de una afinidad homológica especial de eje e y una homotecia 
con centro O situado en dicho eje. 
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Ecuaciones: 


Si tomamos como referencia (O,e,,e,), compuesta por O, el centro de la 
afinidad es decir el punto de corte de los ejes e y e', e, =d'ye, =d (fig.28.), las 
coordenadas de un punto genérico P y la de sus transformados 
P'= A, (P) y P"= A,'(P") serán: 

Pa (x, y) P'= (a, y) y P"= (2, y") 


por Á,, 

PP=PP' +>y=PP,+aP,P o id 

cl y=£4 0 > y'= BP, +a(y-BP,) 

y'=PP, +P,P' > y'=0(1-a)x+ay > 
y=PP,+P,P=>P,P=y-PP, 


además se verifica: P,P, =0x 
y por la segunda afinidad A,': y''= y' 
> y"=0(1-a)h+ay 
por la primera afinidad A, :x'=x 
por la segunda A,':x''= ax 
que constituyen las ecuaciones de la afinidad central hiperbólica respecto a la referencia 
anteriormente mencionada. 


farias 
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y (y 0 oy 


tl Q 0lx 
y") (0 ó(1-a) al y 
e Se puede encontrar un vector e, con la dirección de d' de modo tal que el 


coeficiente de proporcionalidad O tuviese el valor Y = e , de modo que las 


ecuaciones quedarían de ñ peo 
1 1] 00 


AFINIDAD CENTRAL ELIPTICA: 


Es la composición de dos afinidades homológicas en las que la 


dirección de cada una no es paralela al eje de la otra y no conserva ninguna dirección 


en el plano invariante A, (e,d,a) y A', (e',d',a”), 


e Afinidad central elíptica en la que las constantes de las dos afinidades factores son 
iguales: 
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Afinidad central elíptica en la que las constantes de las dos afinidades 
factores son diferentes: | 


Ecuaciones: 


Al no mantener ninguna dirección invariante, la matriz A asociada a la 


aplicación lineal respecto de cualquier referencia no se puede reducir será: 
a b 
(a) 
si tomamos como origen el punto fijo O, es decir la referencia es R = (O, e,,e, |, con dos 
direcciones e, y e, cualquiera, las coordenadas de un punto genérico P y la de su 
transformado P"= A,'oA, (P) serán: 
P=(x, y)y P"=(x", y") 


y las ecuaciones: 


x'"=ax + by 
lol 
la expresión matricial: 
1y A] o ofi 
x"l=10) a blx 
y") L0) ec dl y 
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Afinidades en el plano. 


La expresión matricial de las ecuaciones de una afinidad ( Fs p), respecto de una 


referencia cualquiera son : 
11 0 
yo 2) 
Pl A 


que al ser una biyección es una matriz inversible. 
Si estamos en el plano con una referencia R =(0,e,,e,), la matriz A de la 
aplicación lineal p asociada es cuadrada de orden dos y la matriz de bloques es de orden 


tres. 

A continuación vamos a estudiar todas las formas posibles de la matriz asociada a 
una afinidad en el plano, cada una de ellas corresponderán una afinidad diferente, el orden 
será el mismo que el seguido su descripción. 

Las soluciones del sistema (4—1)X =-P son los puntos fijos de la afinidad, la 


discusión del sistema, (compatible indeterminado, incompatible o compatible determinado) 
nos indica la dimensión del subespacio de puntos invariantes (recta, el vacío o un punto 
respectivamente): 


Afinidades que mantienen una recta de puntos invariantes: 
o  Rg(4—1)=Rg(A-1/P)=1 


Si tienen una recta de puntos invariantes para obtener las ecuaciones reducidas 
tomamos como referencia, KR = (o, ee, ), siendo el origen O un punto fijo del eje, e, un 
vector con la dirección del eje y e, un vector cualquiera no colineal con el anterior. 

El vector e, , al estar sobre el eje es autovector de la aplicación lineal asociada, es 
decir p(e,)=e,, luego la matriz A tendrá la forma: 

ro 
0 d 
Por otra parte, al ser el origen invariante P =0 y la matriz de la afinidad resulta: 
1| 0.0 


0) 1 0 
0 d 
e Si dl, d=a es otro autovalor de  (, será una afinidad homológica y 


podremos encontrar otra base con el vector e, perteneciente al subespacio propio 
V(a) , es decir ple, ) = (€, , las ecuaciones quedarán de la forma: 


1] 0.0 
Y=|0| 1 0|X 
0 0 a 
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Como caso particular si d = «4 =-—1 es una simetría oblicua de ecuaciones: 


1 0.0 
Y = 1 0|X 
0) 0 -1 


e Si d=1 es un autovalor doble, la dimensión de v(1) puede ser: 
1. dim(V(1)=2, p=e y al tener puntos invariantes es la identidad: 


1 0.0 
Y=|0] 1 olx 
0) 0 1 


2. dim(V(1))=1, p no es diagonalizable, b +0, es una afinidad homológica 
especial, las ecuaciones serán: 


1 0.0 
Y=|0| 1 5lx 
' 0 1 
y si tomamos como referencia es R = (O, be, e, | las ecuaciones serán: 
1 00 
P=|0| 1 1|x 
' 0 1 


Afinidades sin puntos invariantes: 


e  Rg(A—1)+* Re(A—1/P) 


Como el rango de la matriz ampliada puede ser como máximo dos, el rango de (4 =] ) 
tiene que ser menor que dos; si Rg(4 —I)=0>4A=1 y sería una traslación, si 
Re(4-1)=1+% Re(4—1/P)=2 es una trasloafinidad, en todo caso, como el rango de dos 
matrices semejantes es el mismo, al menos un autovalor de la aplicación lineal asociada 
debe ser 4 =1. 

Por tanto, si no tiene puntos fijos gp admite el autovalor 4=1 y tomando una 
referencia R =(O,.e,, e, , donde e, es un vector tal que e, e V(1) las ecuaciones tendrán la 
forma:: 


1] 00 
Y=|e| 1 b|X 
Ff 0d 


e Sid=«uaxl la aplicación lineal asociada y, tiene como autovalor q, es una 
trasloafinidad y si e, e V(a) las ecuaciones serán: 
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1 00 


Y=|ej 1 0|X 
F 04 
además si la referencia es KR = (Oo, ee, , €, j las ecuaciones son: 
1] 00 
Y=|1| 1 0|X 
0 0 a 
e Si d=1l, tiene un autovalor doble igual a 1 y la dimensión del subespacio propio 


puede ser: 
1. dim(V(1))=2, la aplicación lineal asociada es la identidad, p =e y es una 


traslación de vector 4x0, si en la referencia hacemos e, =u las 
ecuaciones serán: 


1 0.0 
Y=|1| 1 O|x 
oy 0 1 


2. dim(V(1))=1, la aplicación lineal no es diagonalizable, es una 
trasloafinidad especial, sus ecuaciones son: 


1] 0.0 
Y=|ej| 1 b|X 
f 01 


y podemos encontrar una referencia R = (O, fbe, e, =u] respecto la que 1 
as ecuaciones sean: 


1 00 
Y=|0) 1 1|x 
1.01 


Afinidades con un punto invariante: 
e  Rg(A—1)=Rg(A-1/P)=2 


En la referencia R = (O, e,,e, JA que utilizaremos para obtener las ecuaciones 
reducidas tomaremos como origen el punto fijo de la afinidad, como O es invariante la 
matriz será de la forma: 


1] 0.0 
0 a db 
0 ec d 


SO 


Si la aplicación lineal asociada tiene dos autovalores q y ar' diferentes, es una 
afinidad central hiperbólica, tomando como referencia R=(O,e,,e,), tal que 


e, eV(a') y e, eV(a), las ecuaciones, al ser ple,)=0"e, y ple, )= ae,, serán: 


1] 0.0 
Y=10 a* 0|x 
0 0 «a 


Si y tiene dos autovalores iguales la dimensión del subespacio propio puede ser: 


1. 


dim(V(a:))=2, la aplicación lineal es diagonalizable, es una homotecia 
(caso particular de la afinidad central hiperbólica), sus ecuaciones son: 


1] 0.0 
Y=|0) a 0|X 
0 0 a 


2 dim(V(a)=1, la aplicación lineal no es diagonalizable, es una afinidad 


central parabólica, respecto de una referencia R = (o, ce,,e,) siendo e, 
un vector propio, ple, )= ae, , las ecuaciones son: 


1] 0.0 
Y=|0 a 0|X 
0 1 a 


Si la aplicación lineal asociada no tiene autovalores reales, no conserva ninguna 
dirección invariante, es un afinidad central elíptica, se puede encontrar una 
referencia R = ÍO, ce,, e, | respecto la cual las ecuaciones son: 


1] 0.0 
Y=|0 a b|X 
0) 1 a 


S1 


